BADANIA OPERACYIJNE I DECYZIJE

Nr 34 2005

Zbigniew SWITALSKI*

OPTYMALNY SYSTEM REKRUTACIJI
KANDYDATOW DO SZKOL

Przedstawiono uogodlnienie algorytmu Gale’a—Shapleya, wyznaczajacego optymalny sposob re-
krutacji do szkot [4] na przypadek, gdy preferencje szkot sa okreslone za pomoca tzw. funkcji odrzu-
cen. Sformulowano warunki (addytywno$ci, niezalezno$ci i asymetrii), przy ktorych uogoélniony al-
gorytm G—S prowadzi do rozwiazan stabilnych i optymalnych.
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1. Wstep

Problemy zwiazane z organizacja i funkcjonowaniem systemu rekrutacji kandy-
datow do szkot srednich, ktore ujawnity sie¢ w Polsce w latach 2000 i 2002' sktaniaja
do zastanowienia si¢ nad problemem ,,optymalnego” funkcjonowania tego rodzaju
systemow. Dobry system rekrutacji powinien, z jednej strony, w jak najwigkszym
stopniu uwzglednia¢ preferencje kandydatow (kazdy kandydat chcialby si¢ dosta¢ do
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"'W roku 2000 wprowadzono w Polsce system rekrutacji do szkot érednich, oparty na zewnetrznych
testach kompetencji. Kazdy kandydat mogt sktada¢ podanie tylko do jednej szkoty. W wyniku tego wielu
kandydatow, ktorzy nie dostali si¢ do ,,dobrych” szkoét zostato ,,na lodzie”, gdyz pozostaty dla nich tylko
»nhajgorsze” szkoly, zupetnie nicodpowiadajace ich aspiracjom (zob. [5]). W roku 2002 kandydaci mogli
sktada¢ podania do dowolnej liczby szkot. Oczywiscie w pierwszej turze rekrutacji wigkszo$¢ miejsc we
wszystkich szkotach zajgli najlepsi kandydaci (ktorzy znalezli si¢ na wielu listach), a pozostali (byta ich
zdecydowana wigkszo$¢) musieli si¢ zadowoli¢ miejscami na listach rezerwowych. Nastapil nerwowy
okres oczekiwania na zwolnienie si¢ miejsc, zablokowanych przez najlepszych kandydatow i mozliwos$c
przejscia z listy rezerwowej na listg ,,wlasciwa”. Dopiero od 2003 roku rozpoczgto wprowadzanie na
szersza skalg systemow komputerowych, ktore likwidowaty tego rodzaju patologie.
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jak najlepszej, ze swojego punktu widzenia, szkoly), a z drugiej — preferencje szkot
(kazda szkota chciataby mie¢ jak najlepszych kandydatow). Problem jest wigc ze
swojej natury wielokryterialny i jako taki — trudny do jednoznacznego rozwiazania.
Okazuje si¢ jednak, ze przy uwzglednieniu pewnego warunku sprawiedliwosci (wy-
magajacego, aby ,,dobrzy” kandydaci mieli wigksze szanse na dostanie si¢ do ,,do-
brych” szkét niz kandydaci ,,gorsi”) istnieje jednoznaczne rozwiazanie tego problemu.

Zostato to po raz pierwszy udowodnione przez Gale’a i Shapleya w pracy z 1962
roku [4]. Gale i Shapley sformalizowali warunek sprawiedliwosci, ktéry nazwali wa-
runkiem stabilno$ci i udowodnili, ze wsrod rozwigzan stabilnych (rozwiazaniem na-
zywamy przydziat kandydatow do szkot) istnieje doktadnie jedno rozwiazanie opty-
malne — przy czym przez optymalno$¢ rozumiemy tutaj Pareto-optymalnos¢, ale
uwzgledniajaca tylko preferencje kandydatow (preferencje szkol sa posrednio
uwzglednione w warunku stabilnosci).

Gale i Shapley zakladali, ze preferencje szkét sa ostrymi liniowymi porzadkami
(tzn. ze kazda szkota jest w stanie jednoznacznie okresli¢, ktory z dwoch kandydatow
jest lepszy, a ktory gorszy) oraz ze szkoly maja sztywne limity przyje¢ (liczba przy-
jetych kandydatow nie moze przekracza¢ ustalonego z gory limitu g). W praktyce
jednak (np. podczas rekrutacji do szkot srednich w Polsce) stosuje si¢ najczesciej
punktacje¢ osiagnie¢¢ kandydatéw. Wielu kandydatéw otrzymuje w tej sytuacji tg sama
liczbe punktéw, a wigc sa oni przez dana szkole ,,nierozroéznialni”. Rowniez limity
przyje¢ moga mie¢ charakter ,,migkki”. Jesli na przyktad na koncu listy przyjetych
miatoby si¢ znalez¢ wielu kandydatow z ta sama liczba punktow, to czesto szkota jest
gotowa ,,nieco” zwigkszy¢ limit ¢, tak aby wszyscy kandydaci z ,,graniczng” liczba
punktéw mogli zosta¢ przyjeci.

Mimo ogromnej liczby prac po$wigconych réznym zastosowaniom i uogdlnieniom
metody Gale’a—Shapleya (w skrocie: metody G—S), na ogdt nie uwzglednia sie w tych
pracach nierozréznialnosci kandydatéw i migkkich limitéw (jednym z niewielu wyjat-
kéw jest praca [3], daleko idace uogdlnienie metody G—S zostato podane w pracy [1]).

W artykule przedstawiamy uogdlnienie metody Gale’a—Shapleya na przypadek,
gdy preferencje i limity szkot sa okreslone w bardzo ogoélny sposéb. Zaktadamy mia-
nowicie, ze dla kazdej szkoty jest okreslona tzw. funkcja odrzucen, ktéra kazdemu
zbiorowi kandydatow L przyporzadkowuje zbiér kandydatow odrzuconych ze zbioru
L — oznaczany symbolem O(L). Jesli wigc L jest zbiorem kandydatow, ktorzy zgtosili
si¢ do tej szkotly, to szkota gotowa jest przyja¢ kandydatow ze zbioru L\O(L), nie
przyjmuje natomiast kandydatow ze zbioru O(L). Takie podejscie umozliwia
uwzglednienie zarowno tradycyjnych kryteriow porzadkowych (wowczas np. O(L)
sktada si¢ ze wszystkich kandydatéw oprocz g najlepszych), jak i wszelkich innych
metod, za pomoca ktoérych szkoty moga tworzy¢ listy przyjetych — szczeg6lnie metod
uwzgledniajacych nierozréznialnos¢ kandydatow i ,,migkkie” limity.

Wprowadzenie ogdlnych funkcji odrzucen wymaga odpowiedniego sformutowa-
nia warunku stabilno$ci, a takze warunkéw, ktéore musza by¢ natozone na funkcje
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O(L) i ktore beda gwarantowaly istnienie rozwigzan stabilnych i optymalnych. Wa-
runki te (niezalezno$¢, addytywnos¢ i asymetria) formutujemy w punkcie 2. pracy.
W punkcie 3. definiujemy rozwiazania stabilne i optymalne dla uogé6lnionych modeli
G-S, a w punkcie 4. udowadniamy twierdzenie o istnieniu takich rozwigzan dla
uogdlnionego algorytmu G-S.

2. Formalny model systemu rekrutacji

Model, ktéry przedstawiamy moze obejmowac zagadnienia rekrutacji kandydatow
do szkot, pracownikow do firm, kojarzenie matzenstw, kojarzenie firm itp. Od strony
formalnej mamy tutaj do czynienia z tzw. dwustronnym zagadnieniem skojarzenia
(two — sided matching problem). W pracy ograniczamy si¢ jednak (bez zmniejszania
0g6Inosci) do jezyka i problematyki rekrutacji kandydatow do szkot (podobnie jak
w pracach [2], [4]).

Zakladamy, ze dany jest skoficzony i niepusty zbior kandydatow K = {k,k,,....,k,}

} . Kazdy kandydat chciatby

zosta¢ przyjety do doktadnie jednej szkoty. Kazda szkota gotowa jest przyja¢ pewna
liczbg kandydatow (nie musi by¢ ona z goéry ustalona). Szkoty interpretujemy w spo-
sob mozliwie ogdlny — moga to by¢ tez np. klasy o okreslonym profilu w poszczegol-
nych szkotach, do ktérych prowadzona jest osobna rekrutacja. Szkota s, interpretowa-
na jest jako szkota fikcyjna przyjmujaca wszystkich kandydatow, ktorzy nie dostali
si¢ do innych szkot (z powodu braku miejsc). Dla kazdego kandydata k, € K okre-

oraz skonczony i niepusty zbidr szk6t S = {s,,s,,s,,...,s

m

slamy niepusty zbior szkot przez niego akceptowanych S(k;) = S . Kandydat k; goto-
wy jest podja¢ nauke w jednej ze szkot ze zbioru S(k;) 1 nie chcialby sig¢ uczy¢
w zadnej szkole spoza zbioru S(k;). Zaktadamy, ze s, S(k;) i ze S(k;) zawiera
przynajmniej jedna szkolg oprocz sy. Symbolem P(k;) oznaczamy preferencje kandy-
data k; w zbiorze S(k;). Zakladamy, ze P(k;) jest ostrym liniowym porzadkiem, tzn.
ze dla dowolnych dwoch szkét s;,s, kandydat k; jest w stanie okresli¢, ktora z nich
jest (dla niego) lepsza, a ktora gorsza. Zapis

k; 188,08, 8o

bedzie oznaczal, ze kandydatowi k; najbardziej odpowiada szkota s; , nastgpnie s
itd. Ciag s;s; ...s; s, bedziemy nazywac lista preferencji kandydata k; (zakladamy,

ze szkota sy znajduje sig na koncu kazdej listy preferencji).
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Preferencje szkoty j-tej (j=0,1,...,m) przedstawimy za pomoca tzw. funkcji od-
rzucen, tzn. funkcji

0,:11(K)— 11(K),

(/I(K) jest zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru K), speiniajacej warunek
O,(L)c L dla dowolnego L < K . Zbiér O;(L) interpretujemy jako zbior kandyda-
tow, ktorych szkota s; odrzuci, jesli zbior kandydatow, ktorzy si¢ do niej zglosili jest
rowny L.

Na funkcje O; bedziemy nakfadali r6zne warunki, ktore beda wykorzystywane
w dalszej czegsci pracy. Zakladamy po pierwsze, ze dla dowolnego Lc K,
O,(L) =. Oznacza to, ze szkota s, zawsze przyjmuje wszystkich kandydatow, kto-
rzy sig do niej zglosza. Nastepne warunki przedstawimy za pomoca kolejnych defini-
cji.

Definicja 1. Mowimy, ze funkcja O; spetnia warunek monotonicznosci, jesli dla
dowolnych zbiorow L,M c K zachodzi

LcM = 0,(L)cO,M). (1)

Monotoniczno$¢ oznacza, ze kazdy kandydat odrzucony z ,,mniejszego” zbioru
kandydatéw musi by¢ rowniez odrzucony z ,,wigkszego” zbioru.

Definicja 2. Funkcja O; spelnia warunek addytywnosci, jesli dla dowolnych
L,M < K zachodzi

L\O(LycM = O0,(LUM)=0,(L)V0,(M). )

Funkcja O; jest wigc addytywna, jesli spelniony jest warunek z prawej strony im-
plikacji (2), ale tylko dla takich zbiorow L, M, ze zbiér M zawiera zbior wszystkich
kandydatow przyjetych ze zbioru L. Zauwazmy, ze warunek addytywnosci jest silniej-
szy od warunku monotonicznosci, tzn. z (2) wynika (1). Jesli bowiem Lc M, to
L\NO,(Lyc M oraz L UM =M , awige z warunku (2) otrzymujemy

0,(LUM)=0,(M)=0,(L)U0,(M),

skad O,(L)c O;(M).

Definicja 3. Funkcja O; spelnia warunek niezaleznosci, jesli dla dowolnych
L .M c K zachodzi

McO,(L) = O,(L)\McO,(L\M). 3)

Warunek niezalezno$ci oznacza, ze kandydaci odrzucani ze zbioru L, ktorzy nie
naleza do zbioru M, sa rowniez odrzucani ze zbioru L\ M . Innymi stowy to, czy kan-



Optymalny system rekrutacji ... 89

dydat (spoza zbioru M) bedzie odrzucony ze zbioru L czy nie, nie zalezy od tego, czy
uwzgledniamy zbior M, czy nie. Zauwazmy, ze z warunku monotoniczno$ci wynika
silniejsza posta¢ warunku niezaleznosci, a mianowicie:

McO,L) = 0,(L)\M=0,L\M). )

Z monotonicznosci wynika bowiem O;(L\M)c O;(L). Poniewaz jednak

O,(L\M)c L\M (z definicji funkeji 0)), ostatecznie wige otrzymujemy
O,(L\M)cO,(L)\M,

czyli zawieranie przeciwne do zawierania z prawej strony implikacji (3).

W celu okres$lenia nastgpnego warunku zdefiniujemy teraz pewna relacje w zbio-
rze kandydatow (zwiazang z funkcja O)).

Definicja 4. Niech &,k € K . Relacja preferencji >, zwiazana z funkcja O, nazy-

wamy relacje w zbiorze K, okre$lona nastepujaco:

ki> k < J x:kelnkegO,(L)rk €O;(L).

Relacja k; >; k; oznacza, ze istnieje zbior kandydatow L taki, ze szkola s; gotowa

jest przyja¢ kandydata k; ze zbioru L i jednocze$nie odrzuca kandydata k; z tego same-
go zbioru. Mozna wigc powiedzie¢, ze w pewnym sensie kandydat k; okazal sig lepszy
od kandydata k; (przynajmniej ze wzgledu na zbior L).

Definicja 5. Funkcja O; spetnia warunek asymerrii, jesli relacja >, jest asyme-

tryczna w zbiorze K.
Warunek asymetrii oznacza, ze dla dowolnych &,,k, € K

k,.>jkl = ~ (k,>jki).

Innymi stowy, jesli z jakiegos$ zbioru L szkota s; wybiera kandydata k; i odrzuca
kandydata k;, to nie moze by¢ tak, ze z jakiego$ innego zbioru ta sama szkota wybiera
kandydata k; i odrzuca kandydata £;.

Przedstawimy teraz dwa najbardziej typowe przyktady funkcji odrzucen.

1. Sztywne limity przyjeé (podobnie jak w modelu Gale’a—Shapleya [4])

Szkota s; posiada limit przyje¢ rowny g, Wszyscy kandydaci sa uporzadkowani
zgodnie z punktacja wyznaczong na podstawie testow i ocen na swiadectwie. Jesli dwaj
kandydaci otrzymali t¢ sama liczbe punktow, to szkota stosuje dodatkowe kryteria
w taki sposob, aby rozrozni¢ tych kandydatow (tzn. aby moc stwierdzi¢, ktory
z nich jest lepszy, a ktory gorszy). W zbiorze K i w kazdym jego podzbiorze jest wigc
okreslony ostry liniowy porzadek. Jesli L < K, to okreslamy O;(L) jako podzbior

zbioru L zloZzony z tych wszystkich kandydatow, ktorzy sa gorsi od g; najlepszych kan-



90 Z. SWITALSKI

dydatow (a jesli L zawiera <gq, kandydatow, to O,(L) = ). Latwo udowodni¢, ze tak
okreslona funkcja odrzucen spetnia warunki addytywnosci, niezalezno$ci i asymetrii.

2. Mig¢kkie limity przyjeé

Szkota s; okresla limit g;, ale w tym przypadku jest on traktowany ,,migkko”. Brane
sa pod uwagg tylko punkty z testow i ocen na $wiadectwie. Niektorzy kandydaci moga
wige mie¢ tg sama liczbg punktow. Niech J,,J,,...,J, beda klasami rownowaznosci

w zbiorze kandydatow L (tzn. dwaj kandydaci sa w tej samej klasie, jesli maja t¢ sama
liczbg punktow; zakladamy, ze jesli i < j, to kandydaci z klasy J; maja wigcej punk-
tow niz kandydaci z klasy J;). Niech ¢ bedzie najmniejsza liczba (w zbiorze
{,2,..., p}) taka, ze

‘Jl VJ,u..UJ |2g;

(|A| oznacza liczbg elementow zbioru 4, zakladamy tutaj, ze |L| > g).

Definiujemy wowczas:
0,(L)=0, jesli IL| < g,
oraz

O,(L)=J, VW, V..0J,, Jesli|L|<g;

Szkota s; przyjmuje wige taka liczbg kandydatow, ktora w mozliwie najmniejszym
stopniu przekracza limit g;, przy czym musi by¢ spetniony warunek, Ze jesli jakis$ kan-
dydat zostaje przyjety, to rowniez zostaje przyjety kazdy inny kandydat z ta sama (lub
wigksza) liczbg punktow. W tym przypadku mozna réwniez udowodni¢, ze funkcja O,
spetnia warunki addytywnosci, niezalezno$ci i asymetrii.

3. Optymalny przydzial kandydatow

Zat6zmy, ze dany jest zbior kandydatow K, zbior szkot S, preferencje kandydatow
P(k;) oraz funkcje odrzucen O;. Niech P={P(k;,)} (i=12,...,n) bedzie zbiorem
wszystkich relacji preferencji, O=1{0,} (j=1,2,...,m) zbiorem wszystkich funkcji
odrzucen. Czworke (K, S, P,0O) bedziemy nazywali sytuacja rekrutacyjna.

Definicja 6. Przydzialem kandydatow do szkot w sytuacji (K, S, P,O) nazywamy
funkcje f: K — S taka, ze dla dowolnego kandydata ; i dowolnej szkoty s; spetnio-
ne sa warunki:
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fk)eSKk). 0,(f7(s,)=2.

Zdefiniowanie przydziatu oznacza wige, ze kazdy kandydat k; znalazt si¢ w ak-
ceptowanej przez siebie szkole (warunek pierwszy). Warunek drugi oznacza, ze wszy-
scy kandydaci, ktorzy znalezli si¢ w szkole s; sa akceptowani przez t¢ szkotg (zaden
z nich nie jest odrzucony przez szkolg s,).

Wsréd wszystkich przydziatdow bedziemy poszukiwaé przydzialow sprawiedli-
wych 1 optymalnych. Nieformalnie sprawiedliwo$¢ oznacza, ze kandydat, ktory
z punktu widzenia danej szkoty jest lepszy (np. otrzymatl wigcej punktow) od drugie-
go, powinien mie¢ wigksza szanse na dostanie sig¢ do tej szkoly. Gale i Shapley zdefi-
niowali jako warunek sprawiedliwos$ci tzw. warunek stabilno$ci. W terminach funkcji
odrzucen warunek ten mozna zdefiniowac nastgpujaco:

Definicja 7. Przydzial f:K — S jest stabilny, jes$li nie istnieja kandydaci
ki,k, € K orazszkoly s,,5,€ S takie, ze:

1) k; znalazt sig w s, tzn. f(k;) =5,

2) kg znalazt sig w s, tzn. f(k;)=s,,

3) ki woli s; od sy, tzn. s, P(k)s,

4) ~(k; >, k).

Warunek 4) oznacza, ze nie znajdzie si¢ zbior L — K taki, ze k, € L jest przyjmo-
wany przez szkolg s;, a k, € L jest odrzucany przez tg szkotg. Innymi stowy, w kazdym
zbiorze L, jesli k; jest przyjmowany przez szkolg s;, to rowniez k; jest przyjmowany przez
tg szkote. Spetnienie warunkdéw 1-4 oznacza niestabilno$¢ systemu rekrutacji. Jest to
bowiem sytuacja, w ktorej kandydat k; wolatby znaleZ¢ si¢ w szkole s; niz w szkole s,
w ktorej sig znalazt, a z kolei szkota s;, ktora przyjela k; gotowa bytaby rowniez przyjac
k; (co wynika z warunku 4)). MozZna powiedzie¢, ze szkola s; i kandydat k; sa gotowi do
»skojarzenia”, ale funkcja f blokuje to skojarzenie. Sytuacj¢ taka mozna interpretowac
jako niesprawiedliwos¢ systemu rekrutacji (przy punktowaniu kandydatow kandydat &;
miatby w szkole s; co najmniej tyle samo punktow co k;).

Zauwazmy, ze w podanym modelu przydziaty stabilne zawsze istnieja. Przydzia-
lem takim jest na przyklad umieszczenie wszystkich kandydatow w szkole fikcyjne;j
so. Wsrod przydziatow stabilnych (ktorych moze by¢ bardzo duzo) bedziemy teraz
poszukiwaé przydziatéw optymalnych. Najpierw musimy umie¢ odrézniaé przydziaty
lepsze od gorszych. Przydzialy bedziemy poréwnywaé biorac pod uwagg tylko prefe-
rencje kandydatow. Podobnie jak Gale i Shapley uznajemy bowiem, ze preferencje
kandydatow sa wazniejsze niz preferencje szkot (preferencje szkol sa posrednio
uwzglednione w warunku stabilnosci).

Definicja 8. Mowimy, ze przydzial f:K — S jest nie gorszy od przydziatu
g:K — S, jesli dla dowolnego kandydata &, € K speliony jest warunek
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S(k)P(k)g(k;) Tub  f(k)=g(k,).

Podany warunek oznacza, ze szkota, w ktorej znalazt si¢ kandydat k; w wyniku

przydziatu fjest nie gorsza od szkoly, w ktorej znalazt si¢ on w wyniku przydziatu g.

Definicja 9. Mowimy, ze przydziat stabilny f: K — S jest optymalny, jesli jest
nie gorszy od kazdego innego przydziatu stabilnego.

Zauwazmy, ze wprowadzone pojgcie optymalnosci (analogiczne do pojgcia wpro-
wadzonego w pracy [4]) dotyczy tylko przydziatow stabilnych. Zauwazmy tez, ze jest
ono silniejsze od standardowego pojecia Pareto-optymalnosci.

Definicja 9 gwarantuje istnienie co najwyzej jednego przydzialu optymalnego.
Gdyby bowiem istniaty dwa przydzialy optymalne /i g, wtedy f bytby nie gorszy od
g 1jednoczesnie g bylby nie gorszy od f. Poniewaz relacje preferencji kandydatow sa
ostrymi porzadkami, wynikatoby stad, ze f=g.

4. Istnienie przydzialu optymalnego

Gale i Shapley udowodnili, ze w przypadku sztywnych limitéw g; zawsze istnieje
doktadnie jeden przydzial optymalny. Przydziat ten mozna otrzyma¢ w wyniku dzia-
lania algorytmu opisanego w pracy [4]. Uogo6lnimy teraz wynik Gale’a—Shapleya
udowadniajac, ze dla dowolnych funkcji odrzucen spetniajacych warunki addytywno-
$ci, niezaleznos$ci i asymetrii, uogélniony algorytm Gale’a—Shapleya (przedstawiony
ponizej) prowadzi zawsze do rozwiazania optymalnego (bedzie to oczywiscie, na
mocy definicji 9, jedyne rozwiazanie optymalne).

Zaktadamy, ze dana jest sytuacja (K,S,P,0). Uogolniony algorytm Gale’a—Sha-
pleya (bgdziemy go nazywac¢ algorytmem UGS) dziata nastgpujaco:

Krok 0. Podstawiamy k:=1, F:=P.

Krok k. Tworzymy funkcje¢ f,:K — S, przydzielajac kazdego kandydata do
szkoly, ktéra znajduje si¢ na pierwszym miejscu jego listy preferencji (przy danych
preferencjach Py). Funkcjg f; nazywamy k-tym proébnym przydzialem ( f; nie musi by¢
przydziatlem w sensie definicji 6).

1. Jesli dla kazdej szkoly s; spetniony jest warunek O;( fk_l(sj)):®, to stop.

Funkcja f; jest juz przydziatem w sensie definicji 6 i traktujemy ten przydzial jako
koncowy przydziat kandydatow do szkot.
2. Jesli istnieje j takie, ze O, ( f,;l (s;)) # <, to zmieniamy preferencje wszystkich

kandydatéw w zbiorze
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LjJO,» (fi'(s,))-

(O;( £i7'(s ;) jest zbiorem wszystkich kandydatow odrzuconych przez szkolg s;

w kroku k). Zmiana nastgpuje przez usunigcie z list preferencji tych kandydatow
szkoty, ktora znajduje si¢ na pierwszym miejscu kazdej listy (czyli kandydatom ze

zbioru O ( fk’l(sj)) usuwamy szkotg s; z ich list preferencji). Nowe preferencje

(z uwzglednieniem niezmienionych preferencji kandydatow przyjetych przez szkoty
przy przydziale f;) oznaczamy przez P, .

3. Przechodzimy do kroku k + 1 z preferencjami P, .

Twierdzenie 1. W dowolnej sytuacji (K, S, P,0) algorytm UGS wyznacza przy-
dziat kandydatow po skonczonej liczbie krokow.

Dowéd. W kazdym kroku algorytmu odrzucana jest pewna liczba kandydatow.
Poniewaz kazdy z kandydatow moze by¢ przez dana szkol¢ odrzucony tylko raz, wigc
liczba wszystkich mozliwych odrzucen (poszczegdlnych kandydatow przez poszcze-
golne szkoty) jest skonczona. Wynika stad, ze w ktoryms z krokéw algorytmu nikt nie
jest odrzucony, a wigc algorytm si¢ konczy. Inaczej: niech r; oznacza liczbg szkot
znajdujacych sig na li§cie preferencji kandydata &; (oprocz sy). Kandydat k; moze wigc
by¢ odrzucony co najwyzej r; razy (kazda szkota odrzuca go co najwyzej raz). Jesli
w k-tym kroku odrzuconych jest ¢, kandydatow, to

0
Ztk Sn+nt.atr,.
k=1

Stad wynika, ze dla pewnego £, ¢, =0, a wigc algorytm kofczy si¢ po s krokach,
gdzie s =min{k:¢, =0}.

Do udowodnienia nastgpnych dwoch twierdzen potrzebne bgda dwa techniczne
lematy (lemat 1 bedzie wykorzystany w dowodzie twierdzenia 2, a lemat 2 w dowo-
dzie twierdzenia 3).

Lemat 1. Niech L, oznacza zbior kandydatéw, ktorzy w kroku ¢ algorytmu UGS
majq szkolg s; na pierwszym miejscu swojej listy preferencji. Zatézmy, ze funkcja O,
spetnia warunek addytywnos$ci. Wowczas dla dowolnych liczb £ i s, dla ktérych zbio-

ry L, L;\,...., L, saokreslone, zachodzi

O;(Ly VL 0. VL )= 0(L) VO, (L, ). 0O (Ly,). &)

Dowéd. Przeprowadzimy dowod indukcyjny wzgledem s. Dla s=0 (5) jest
oczywiscie prawdziwe. Zatézmy, ze jest to prawda dla jakiego$ s >0 i ze okreslony
jest zbior L, ., (tzn. ze algorytm UGS jest realizowany w co najmniej k +s+1 kro-
kach). Zauwazmy, ze
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Ly L V. WL, N[O (L)V...00 (L, I)lc Ly, . (6)

k+s

Jesli bowiem jaki$ kandydat ma szkotg s; na pierwszym miejscu swojej listy prefe-
rencji w kroku k& +u 1 nie zostaje przez tg szkote odrzucony ani w kroku k +u, ani
w nastepnych krokach (az do k+s), to w kroku k£ +s+1 w dalszym ciagu ma ja na
pierwszym miejscu swojej listy preferencji.

Ze wzoru (6) oraz z zalozenia indukcyjnego (5) wynika, ze

L, UL V.. .UL \[O_/.(Lk UL V..Vl )]cL

k+s+1
Z kolei z warunku addytywnosci (2) i z zatlozenia indukcyjnego (5) wynika, ze
O,(Lyvl, V.Vl VL, )=0,L VLl V. .UL, )VO,(L )=

= 0_,’ (Lk ) o O_/ (Lk+1) V.. O_,’ (Lk+s) o O_/ (Lk+s+1) .

Otrzymalis$my wiec warunek (5) dla s +1, co konczy dowdd lematu 1.
U

Lemat 2. Zat6zmy, ze wszystkie funkcje odrzucen spetniajq warunki monotonicz-
nosci, niezaleznos$ci i asymetrii. Zatézmy tez, ze kandydat k, € K zostal odrzucony

przez szkolg s; € S w kroku 7 algorytmu UGS. Woweczas nie istnieje przydziat stabil-
ny, przy ktérym k; zostanie przyjety przez szkolg s; (tzn. nie istnieje przydziat stabilny
S K —S§ taki, ze f(k)=s;).

Dowéd. Zastosujemy indukcjg. Dowod prowadzimy jednocze$nie dla przypad-
kéw, gdy t=1 oraz ¢t >1 (w drugim przypadku zaktadamy, ze lemat jest prawdziwy
dla krokow 1, 2,...,¢—1). Niech L bedzie zbiorem kandydatow, ktorzy zgtosili sie do

szkoty s; w kroku ¢ algorytmu UGS (tzn. majq szkolg s; na pierwszym miejscu swojej
listy preferencji). Mamy L = P U O, gdzie P jest zbiorem kandydatéw przyjetych do

szkoty s; w kroku 7, a O zbiorem kandydatow odrzuconych (tzn. O =0,( ﬁ"l(sj )).
Z zalozenia k;, € O. Przyjmijmy M =O\{k;}. Poniewaz M c O, wigc korzystajac
z warunku niezaleznos$ci (3) otrzymujemy:
O\M ={k;} cO,(L\M)=0,(PUik;}),
stad
k; € O;(PUik}). 7

Szkota s; odrzuca wigc kandydata k; nie tylko ze zbioru L, ale réwniez ze zbioru
PU{k;}. Udowodnimy, ze przy dowolnym przydziale f, do szkoty s; nie moga by¢
jednoczesnie przyjeci wszyscy kandydaci ze zbioru P i kandydat ;. Gdyby bowiem
tak bylo, mieliby$my wowczas
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PUlk}c f7(s)), ®)
a z monotoniczno$ci funkcji O; i z warunku (7) otrzymalibySmy
k€0, (PO} SO,(f7(5)),

co jest sprzeczne z warunkiem drugim w definicji 6.

Zatozmy, ze f jest przydziatem stabilnym, przy ktorym kandydat k; zostaje
przyjety przez szkolg s;. Poniewaz (8) nie moze by¢ prawda, istnieje wigc kandydat,
oznaczmy go przez k;, ktory nalezy do zbioru P i nie zostaje przyjety, przy przy-
dziale f, przez szkolg s; (tzn. k, ¢ f (s ;)). Udowodnimy, ze k;, przy przydziale f,

nie moze zostac przyjety rowniez przez zadna szkote lepsza (z punktu widzenia jego
preferencji) od szkoly s;. Jesli =1, to jest to oczywiste, bo k, € P, czyli szkota s;
jest na pierwszym miejscu poczatkowej listy preferencji kandydata k;. Zatézmy, ze
t>1 1 kandydat k; zostanie przyjgty, przy przydziale f, przez szkotg lepsza od s; —
niech to bgdzie szkola s,. Poniewaz k, € P, wigc k; zostat przyjety, w kroku ¢ algo-

rytmu UGS, do szkoty s;. Musiat wigc by¢ odrzucony przez szkotg s, w ktoryms
z krokow 1, 2,...,t—1. Na mocy indukcji nie istnieje przydziat stabilny, przy ktorym
k; zostanie przyjety przez s,. W szczegdlnosci nie zostanie on przyjety do s, przy
przydziale f.

Wynika stad, ze k; zostanie przyjety, przy przydziale £, do szkoty s, — gorszej od s;.
Przydziat f nie moze wigc by¢ stabilny, poniewaz przy tym przydziale kandydat k;
zostaje przyjety do s;, kandydat k; — do s, s; jest lepsza od s, dla k; oraz ~ (k; >, k;)

(bo k; e P, k;€0,stad k, >; k;, a wigc na mocy asymetrii ~ (k; >, k;) ).

U

Twierdzenie 2. Jesli wszystkie funkcje odrzucen O; spetniaja warunek addytyw-
nosci (2), to przydzial wyznaczony przez algorytm UGS jest stabilny.

Dowod. Zatozmy, ze f jest przydziatem wyznaczonym przez algorytm UGS. Roz-
wazmy dowolnych kandydatow k; i k; oraz szkoly s; i s, takie, ze f(k;)=s,,
f(k))=s, i kandydat k; woli s; od s,. Udowodnimy, ze istnieje zbior L taki, ze
kikjeL, k;¢0;(L), k;€O,(L) (czyli k; >, k;). Bedzie to znaczylo, ze niemozliwe
jest jednoczesne spetnienie warunkéw 1-4 z definicji 7, a wigc, ze przydzial f jest
stabilny.

Niech L, oznacza zbior taki jak w lemacie 1, tzn. zbior kandydatow, ktorzy w kro-
ku ¢ algorytmu maja szkolg s; na pierwszym miejscu swojej listy preferencji. Ponie-
waz kandydat k; w wyniku dzialania algorytmu UGS zostaje przyjety przez szkolg s;,
musza by¢ wigc spelnione warunki:
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a) Elrvtzw ki € Lt b

b) V., keO;(L).

Inaczej mowiac, kandydat k; ma zawsze, poczawszy od pewnego kroku r, szkolg s;
na pierwszym miejscu swojej listy preferencji oraz w zadnym kroku nie zostaje on
odrzucony przez szkotg s;.

Z kolei kandydat k; zostaje przyjety przez szkolg s, chociaz woli od niej szkolg s;,
a wiec w ktoryms$ kroku algorytmu, powiedzmy w kroku k, zostaje on odrzucony
przez szkolg s;. Stad

k€ 0(Ly). ©)

Kandydat &; nie musi naleze¢ do L,, ale z warunku a) wynika, ze nalezy do ktore-
go$ ze zbiorow L, dla ¢ > k . Niech s, > 0 bedzie najmniejsza liczba taka, ze

k.eL,. . (10)
i k+s

Z warunku (10) wynika, ze
kel Wi, V..OL, ., arn

a z (9) i z monotonicznosci funkeji O; wynika, Ze

k€O (Ly Wl W VL, ). 12)

Z kolei na podstawie warunku b) oraz lematu 1 mamy

ki20,(L) VO (Li)V.. VO (L, )=0,(L VL V.. UL ). 13)

k+sq

Jesliwige L=L, UL, ,U..UL,, ,tonapodstawie (11),(12)1 (13) mamy

ko el, keO(L), keO,L),

stad k; >, k;, a wigc warunek 4 w definicji 7 nie jest spetniony, czyli przydziat f jest
stabilny.
0

Nastegpne twierdzenie okresla warunki, przy ktorych algorytm UGS daje rozwiaza-
nie optymalne.

Twierdzenie 3. Jesli wszystkie funkcje odrzucen O; spetniaja warunki monoto-
nicznosci, niezaleznosci i asymetrii, to przydziatl otrzymany za pomoca algorytmu
UGS jest nie gorszy od dowolnego przydziatu stabilnego.

Dowdd. Zatozmy, ze w wyniku dziatania algorytmu UGS kandydat &; zostatl przy-
jety do szkoty s;. Jesli szkota s, jest lepsza od s; dla kandydata k;, to w ktoryms$ z kro-
kéw algorytmu odrzucita ona kandydata ;, a wigc — na mocy lematu 2 — w zadnym
przydziale stabilnym kandydat k; nie moze zosta¢ przyjety przez szkotg s,. Wynika
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stad, ze w kazdym przydziale stabilnym kandydat k; zostanie przyjety albo do szkoty
s;, albo do szkoty gorszej od s;, a wige przydziat taki jest na pewno gorszy lub co naj-
wyzej tak samo dobry jak przydziat otrzymany w wyniku dziatania algorytmu UGS.
0
Jako wniosek z twierdzen 2 i 3 otrzymujemy nastgpujace koncowe twierdzenie:
Twierdzenie 4. Jesli wszystkie funkcje odrzucen spehiaja warunki addytywnosci, nie-
zaleznosci 1 asymetrii, to przydzial otrzymany za pomoca algorytmu UGS jest optymalny.

5. Uwagi koncowe

Udowodnilismy, ze uogélniony algorytm Gale’a—Shapleya, w ktorym wykorzy-
stujemy funkcje odrzucen spetniajace trzy warunki: addytywnosci, niezaleznos$ci
1 asymetrii, zawsze prowadzi do optymalnego przydziatu kandydatow do szkot.

Pojawia si¢ wiele pytan zwiazanych z poruszana problematyka: Jakie rodzaje
funkcji odrzucen (oprocz funkcji wyznaczonych przez sztywne i ,,migkkie” limity
przyje¢) odpowiadaja kryteriom przyjeé stosowanym w praktyce i czy spetniaja one
podane w pracy warunki (a wigc w jakich przypadkach w praktyce moze by¢ stoso-
wany algorytm UGS)? Czy podane warunki sa niezalezne (czy np. ktory$ z nich nie
wynika z innego)? Czy mozliwe sa inne uktady warunkow dla funkcji odrzucen, gwa-
rantujace poprawne dziatanie algorytmu UGS (tzn. gwarantujace, ze algorytm ten
prowadzi do rozwiazania optymalnego)? Czy podane warunki sa konieczne, czy tylko
wystarczajace dla poprawnego dziatania algorytmu UGS? Udzielenie (chociazby czg-
sciowej) odpowiedzi na te pytania moze ulatwic¢ analize i optymalizacj¢ funkcjonuja-
cych i projektowanych systemow rekrutacji kandydatow do szkét lub innych podob-
nych systemow (np. systemow rekrutacji pracownikow do firm).
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Optimal recruitment system of candidates to schools

We generalize a well-known Gale—Shapley algorithm [4] concerning optimal assignment of candi-
dates to schools. In the classical Gale—Shapley model we consider a set of schools (colleges) S, a set of
candidates K, candidates’ preferences in S and schools’ preferences in the set K (represented by strict
linear orders). We assume that each school has a quota ¢, i.e. g, is the maximal number of candidates
which it can admit. We want to assign candidates to schools in such a way that some condition of stability
(defined in [4]) is satisfied. In our generalized model schools’ preferences are represented by the so-
called “rejection functions”. We introduce a generalized stability condition and formulate conditions
under which the generalized G-S algorithm leads to stable and optimal assignments. Our results can be
applied in practice, e.g., they can help in constructing computerized recruitment systems, in which we
want to incorporate “soft” quotas and ties between candidates.

Keywords: recruitment system, two-sided matching problem, Gale—Shapley algorithm



